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Abstract. The article is devoted to the 125th anniversary of the Erlangen pro-
gram of F. Klein. Its outstanding importance for development of mathematical science
and for formation of the modern mathematical concepts is pointed out. The inuence
of the Erlangen program on creation of natural-scienti�c representations, �rst of all
physical, is analyzed. The special attention is given to the role the Erlangen program

has played in the history of mathematical education in schools and universities.
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V naqale neskol~ko slov ob avtore <�rlangensko� programmy>. Im� Fe-
liksa Kle�na (F. Klein, 1849{1925 gg.) vyda�wegos� matematika i pedagoga,
reformatora matematiqeskogo obrazovani�, { horoxo izvestno matematikam i
vsem, kto sv�zan s matematiqeskim obrazovaniem vo vsem mire. Rossi�skie pre-
podavateli matematiki znakomy so mnogimi rabotami F. Kle�na, mnogie iz ko-
toryh perevedeny na russki� �zik. Osobenno izvesten ego dvuhtomnik <�le-
mentarna� matematika s toqki zreni� vysxe�> [4], predstavl��wi� sobo� kurs
lekci�, proqitannyh F. Kle�nom v Gettingenskom universitete v 1907/08 uqeb-
nom godu buduwim uqitel�m matematiki srednih uqebnyh zavedeni�. Organi-
zaci� �togo kursa nahodilas~ v tesno� sv�zi s de�tel~nost� F. Kle�na po re-
formirovani� matematiqeskogo obrazovani� v sredne� xkole. Nyne my popy-
taems� pokazat~, naskol~ko reformatorskie idei F. Kle�na byli progressivny
dl� obrazovani� naqala XX veka i, qto osobenno udivitel~no, { mnogie iz
nih ne poter�li svoe aktual~nosti v konce �togo stoleti�. Reformatorskie
idei F. Kle�na naxli svoe vyra�enie vo mnogih rabotah samogo F. Kle�na
i drugih avtorov. S nekotorymi iz �tih rabot, perevedennymi na russki�
�zyk, uqitel�m polezno oznakomit~s�. F. Kle�n prinadle�it k qislu klas-
sikov v oblasti matematiki i matematiqeskogo obrazovani�. �go ide�mi suwest-
venno obogaweny obe �ti sfery intellektual~no� qeloveqesko� de�tel~nosti,
blagodar� im v znaqitel~no� stepeni opredelen sovremenny� oblik kak samo�
matematiki, tak i metodiki ee prepodavani� v vysxe� i sredne� xkolah. F.
Kle�n odin iz teh, kto razrabotal iz�wnu� model~ neevklidovo� geometrii, tem
samym podtverdiv pravovremenost~ ide� Lobaqevskogo o vozmo�nosti suwest-
vovani� principial~no raznyh geometri�, qem osobenno i zaverxilis~ mnogov-
ekovye popytki <dokazatel~stva> p�togo postulata Evklida. Duma�, ne suwest-
vuet sovremennogo matematika kotoromu by ne byla izvestna <�rlagngenska�
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programma> Feliksa Kle�na, kotoro�, sobstvenno, posv�wena �ta stat�. V ne�
na osnove predlo�ennogo F. Kle�nom gruppovogo podhoda ob�edineny, ohvaqe-
ny edinym obwim principom kazavxies� ranee soverxenno razliqnye vetvy ge-
ometriqesko� nauki: evklidova, affinna�, proektivna� geometri�, giperboli-
qeska� geometri� Lobaqevskogo, �lliptiqeska� geometri� Rimana, r�d drugih
geometri�, nakonec, topologi�. F. Kle�nu prinadle�at i drugie vyda�wies�
otkryti�: vmeste s velikim francuzskim matematikom Puankare on zalo�il os-
novy teorii avtomorfnyh funkci�, vnes vesomy� vklad v teori� rimanovyh
poverhnoste� mnogoznaqnyh analitiqeskih funkci�, teori� funkci� komplek-
sno� peremenno� (kle�novy gruppy), odin iz pervyh privel primer odnostoron-
nih poverhnoste� (tak nazyvaema� butylka Kle�na) i mnogie drugie.

Sredi mnogih vyda�wihs� matematiqeskih rabot <�rlagngenska� program-
ma> F. Kle�na vydel�ets� svoe� metodologiqesko� napravlennost�, vysoqa�xim
urovnem teoretiqeskogo obobweni�, osobo� cennost~� nauqnogo predvideni� v
razvitii matematiki. V ne� proanalizirovana i sintezirovana istori� razvi-
ti� geometriqeskih ide� i na �to� osnove opredelen odin iz osnovnyh pri-
oritetnyh pute� ee razviti� na sto let vpered, vplot~ do naxego vremeni.
<�rlagngenska� programma> { pod takim nazvaniem voxel v matematiku doklad
<Sravnitel~noe obozrenie nove�xih geometriqeskih issledovani�>, kotory�
sdelal F. Kle�n v okt�bre 1872 goda, vstupa� v dol�nost~ professora �rlan-
genskogo universiteta. Po suwestvovavxe� togda tradicii (kotoru�, kstati,
neploho bylo by vozrodit~ i v rossi�skih universitetah), uqeny�, vstupa� v
dol�nost~ professora, dol�en byl vystupit~ s programmnym dokladom svoe�
nauqno� ili pedagogiqesko� de�tel~nosti. �tot doklad predvaritel~no ewe do
vstupleni� avtora v napeqatannom vide rasprostran�ls� sredu uqenyh, prepo-
davatele� universiteta, kolleg avtora. Primerno za polgoda do svoego vys-
tupleni� F. Kle�n sdal v peqat~ svo� doklad, v kotorom soder�alis~ osnovnye
idei <�rlangensko� programmy>. Veduwu� ide�, suwnost~ <�rlangensko� pro-
grammy> F. Kle�a, predel~no toqno oharakterizoval �. Kartan [8, s. 486]:

<Kak izvestno, osnovna� ide� F. Kle�na mo�et byt~ sv�zana s nai-
bolee drevnimi pon�ti�mi nauki. �lementarna� geometri� izuqaet
svo�stva figur, kotorye ne zavis�t ot ih qastnogo polo�eni� v pros-
transtve. Proxlo nemalo stoleti�, pre�de qem �ta neskol~ko neo-
predelenna� formulirovka byla perevedena na toqny� �zyk: svo�stva,
izuqaemye �lementarno� geometrie�, �vl��ts� temi, kotorye osta�ts�
invariantnymi otnositel~no nekotoro� sovokupnosti preobrazovani�,
obrazu�we� gruppu dvi�eni� . . . Proektivna� geometri�, �vl��wa�s~
odno� iz glav �lementarno� geometrii i prevrawaets� pri dopolni-
tel~nom razvitii v samosto�tel~nu� nauqnu� disciplinu, s toqki zre-
ni� Kle�na est~ izuqenie svo�stv figur, invariantnyh otnositel~no
nekotoro� sovokupnosti preobrazovani� (proektivnyh preobrazovani�),
obrazu�wih gruppu.

Voobwe, vs�ka� gruppa nepreryvnyh preobrazovani� opredel�et
samosto�tel~nu� geometri�. �ta geometri�, esli rassmatrivat~ pere-



<�rlangenska� programma> Feliksa Kle�na 121

mennye, preobrazuemye gruppo�, kak veliqiny, opredel��wie toqki
prostranstva sootvetstvu�wego qisla izmereni�, izuqaet svo�stva fi-
gur, invariantnye otnositel~no preobrazovani� gruppy G, priqem �ti
poslednie igra�t taku� �e rol~, kak dvi�eni� v evklidovo� geometrii
ili proektivnye preobrazovani� v geometrii proektivno�. Gruppa G
nazyvaets� fundamental~no� gruppo� danno� geometrii. Takim obra-
zom, poluqaets� affinna� geometri�, konformna� ili annalagmatiqes-
ka� geometri�, geometri� Lagerra, �rmitova i t.d.>

Voobwe, suwnost~ idei, provozglaxenno� F. Kle�nom v <�rlangensko� pro-
gramme>, v abstraktnom vide dostatoqno prozraqna i sostoit v sledu�wem:
pust~ imeets� nekotoroe osnovnoe mno�estvo M , �lementy kotorogo imenu�ts�
toqkami, i na �tom mno�estve zadana nekotora� gruppa G preobrazovani�, ka�-
doe iz kotoryh otobra�aet mno�estvo M na seb�; svo�stva geometriqeskih fig-
ur, invariantnye pri sveh preobrazovani�h, prinadle�wih gruppe G, i sostav-
l�et predmet geometrii, opredel�emo� na mno�estve M gruppo� G. Zdes~ pod
geometriqesko� figuro� ponimaets� podmno�estvo osnovnogo mno�estva M , pod
preobrazovaniem { obratimoe (t.e. vzaimno-odnoznaqnoe) otobra�enie mno�est-
va M na seb�, pod gruppo� G preobrazovani� { nepustoe mno�estvo preobrazo-
vani�, kompozici� kotoryh, a tak�e obratnye preobrazovani� ime�t smysl i
prinadle�at G.

Itak, v sotvetstvii s <�rlangensko� programmo�> F. Kle�na geometri� {
�to nauka, izuqa�wa� invarianty grupp geometriqeskih preobrazovani�.

F. Kle�n sledu�wim obrazom formuliruet �tu misl~: <Dano mnogoobra-
zie i v nem gruppa preobrazovani�; nu�no issledovat~ te svo�stva obrazov,
prinadle�awih mnogoobrazi�, kotorye ne izmen��ts� ot preobrazovani� grup-
py> i qut~ ni�e <Dano mnogoobrazie i v nem gruppa preobrazovani�; trebuets�
razvit~ teori� invariantov �to� gruppy> [1, s. 402]. V �tih slovah { vs�
suwnost~ kvint�ssenci� <�rlangensko� programmy>.

S toqki zreni� F. Kle�na geometriqeskie svo�stva figur { takie ih svo�-
stva i qislovye harakteristiki, kotorye sohran��ts� pri l�byh preobrazo-
vani�h gruppy G, to est~ pod geometriqeskimi svo�stvami figur ponima�ts�
invarianty gruppy preobrazovani�. Sovokupnost~ �e polo�eni� o svo�stvah
figur i veliqinah, kotorye ne men��ts� pri l�byh preobrazovanni�h gruppy
G F. Kle�n sqitaet geometrie� { nauko� ob invariantah gruppy geometriqeskih
preobrazovani�. Takim obrazom v otliqie ot D. Gil~berta, polo�ivxego v os-
novu geometrii strukturu prostranstva, opredel�emu� nekotoro� sistemo� ak-
siom, F. Kle�n v osnovu geometrii togo ili inogo prostranstva kladet sootvet-
stvu�wu� gruppu preobrazovani�. Na risunke pri pomowi logiqeskih krugov
��lera predstavlena odna iz vozmo�nyh klassifikaci� geometrii s gruppovo�
toqki zreni�. V sv�zi s privedenno� klassifikacie�, duma� polezno sdelat~
ewe odno raz��snenie. Sovremennu� geometri� ponima�t kak teori� struk-
tur, bolee bogatyh, qem struktura topologiqeskogo mnogoobrazi�. Po�sn� �tu
mysl~. Izvestno, qto topologiqeskoe mnogoobrazie sqita�t odnorodnym pros-
transtvom (prostranstvom Kle�na), esli v nem opredelena tranzitivna� gruppa
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G gomeomorfizmov �togo prostranstva na seb�. Gruppu G nazyva�t fundamen-
tal~no� gruppo� takogo prostranstva.

Gomeomorfizm f prostranstva M na seb�, sohran��wi� strukturu �togo
prostranstva, nazyva�t avtomorfizmom prostranstva M . Mno�estvo vseh av-
tomorfizmov prostranstva �vl�ets� gruppo�. Vs�koe svo�stvo figur dannogo
prostranstva, inducirovannoe strukturo� �togo prostranstva, sohran�ets� pri
l�byh avtomorfizmah �togo prostranstva. Esli X { odnorodnoe prostranst-
vo s fundamental~no� gruppo� G, to gruppa G kak raz i �vl�ets� ego grup-
po� avtomorfizmov. Takim obrazom, vs�koe svo�stvo figur odnorodnogo pros-
transtva, invariantnoe otnositel~ no preobrazovani� fundamental~no� gruppy,
est~ svo�stvo, inducirovannoe strukturo� prostranstva. Sledovatel~no, toqki
zreni� D. Gil~berta i F. Kle�na na geometri� sovpada�t v sluqae odnorod-
nogo prostranstva. Vmeste s tem, se�qas izvestny takie prostranstva, grup-
py avtomorfizmov kotoryh ne tranzitivny (naprimer, prostranstva affinno�
sv�znosti v obwem sluqae, kogda gruppa ego avtomorfizmov sostoit iz odnogo
to�destvennogo preobrazovani�). Takie prostranstva, ime� bogatu� geometri�
s toqki zreni� Gil~berta, ne ukladyvaets� v shemu Kle�na. Takim obrazom,
vzgl�d na geometri� kak na teori� struktur bolee bogatyh, qem struktura
topologiqeskogo prostranstva, �vl�ets� obobweniem toqki zreni� Feliksa
Kle�na na predmet geometrii, izlo�enno� v ego znamenito� <�rlangensko� pro-
gramme>.

F. Kle�n byl ne tol~ko vyda�wims� matematikom, talantlivym popu�riza-
torom matematiki, no i priznannym reformatorom matematiqeskogo obrazovani�
mirovogo masxtaba, odnim iz ide�nyh vdohnovitele� i rukovoditile� refor-
matorskogo dvi�eni� v oblasti matematiqeskogo obrazovani� v Germanii na
rube�e XIX{XX vekov, odnim iz avtorov tak nazyvaemyh <Meranskih
programm>, suwnost~ kotoryh sosto�la v sledu�wem: prepodavanie matemati-
ki dol�no stroit~s� na osnove uqeta psihologiqeskih osobenoste� obuqaemyh i
psihologiqeskih zakonomernost�h usvoeni� matematiqeskih znani�, ves~ uqeb-
ny� material dol�en bit~ proniknut idee� funkcional~no� zavisimosti veli-
qin v ih geometriqeskom osvewenii, uqawies� dol�ny sistematiqeski znako-
mits� s prilo�eni�mi matematiki (qitatel~ mo�et oznakomit~s� s reforma-
torsko� de�tel~nost� F. Kle�na po prilo�eni� I <Razvitie reformy prepo-
davani� matematike v Germanii>, soder�awemus� v pervom{tret~em russkom iz-
danii pervogo toma knigi [2], k so�aleni�, iskl�qennom v qetvertom izdanii).

Proekty reformirovani� xkol~nogo i vuzovskogo prepodavani� matematiki,
razrabotannye pod rukovodstvom i pri liqnom uqastii F. Kle�na obweizvestny
i obwepriznanny. Luqxie ego idei realizovany, no nekotorye principial~no
va�nye idei, osobenno otnos�wies� k reformirovani� geometriqeskogo obrazo-
vani�, do sih por aktual~ny i �dut svoego voploweni� v xkol~nu� praktiku,
hot� byli vyskazany bolee veka tomu nazad. Ostanovims� vkratce na harakter-
istike takih ide� F. Kle�na.

1. Reformatorska� de�tel~nost~ F. Kle�na v oblasti matematiqeskogo ob-
razovani� prohodila v Germanii, gde klassicizm pustil glubokoe korni. Ger-
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manska� gimnazi� byla xkola filologiqeskogo tipa, realizu�we� obxirnye
programmy po drevnim �zykam. Vekova� tradici� zakrepila tol~ko za �tim
tipom obweobrazovatel~no� xkoly podgotovku v vysxie uqebnye zavedeni�. Sta-
ra� germanska� gimnazi� davala svoim vypusknikam po matematike i estestvoz-
nani� tol~ko niqto�nu� skudny� ob�em svedeni�. Nesmotr� na to, qto pozd-
nee v Germanii byli uqre�deny tak nazyvaemye real~nye gimnazii, v koto-
ryh programmy po matematike byli rasxireny i izuqalas� tol~ko odin iz
drevnih �zikov, a zatem i vysxie real~nye uqiliwa, v kotoryh drevnie �zy-
ki ne izuqalis~ vovse, pr�mo� dostup v vysxie uqebnye zavedeni� byl sohra-
nen tol~ko vypusknikam klassiqeskih gimnazi�. Suwnost~ reformatorsko� de�-
tel~nosti, privodimo� v naqale veka v Germanii pod rukovodstvom F. Kle�na,
v pervu� oqered~, snaqala v priznanii obrazovani�, osnovannogo na estestvoz-
nanii i matematiki, soverxenno ravnopravnym s klassiqeskim obrazovaniem.

V Rossii pod vli�niem reformatorskih ide� F. Kle�na (Germani�) i �.
Borel~a (Franci�) proishodili sho�ie processy. V koneqnom sqete v obweo-
brazovatel~nyh xkolah Rossii i pozdnee Sovetskogo So�za slo�ilos~ razum-
noe soqetanie me�du gumanitarnym i estestvenno-matematiqeskim obrazovaiem.
Analiz uqebnyh planov rossi�skih obweobrazovatel~nyh uqebnyh zavedeni� za
poslednie 90{100 let pokazyvaet, qto summarno na �ti cikly predmetov uqeb-
noe vrem� razdel�los~ primerno porovnu, qto govorit~ o slo�ivxems� v Rossii
ravnovesii gumanitarnogo i estestvenno-matematiqeskogo obrazovai�. Idei F.
Kle�na o ravnopravii gumanitarnogo i estestvenno-matematiqeskogo obrazovai�
v Germanii, vyskazannye im v naqale XX veka, neo�idanno stali aktual~ny
v Rossii se�qas, v samom konce �togo veka. S padeniem totalitarnogo re�i-
ma v Rossii, razvitiem demokratiqeskih naqal v obwestve i obrazovanii, es-
testvenno, naqalas~ bor~ba za gumanizaci� obrazovani�. �tot process vyzvan
ugrozo� degumanizacii qeloveka, ogrableniem prirodnyh resursov, razruxe-
niem prirodno� sredy, nakonec, ugrozo� gibeli qeloveqestva v ogne �derno�
katastrofy. Vse vmeste �to vyzyvaet nasto�tel~nu� neobhodimost~ peresmotra
<tehnokratiqesko� paradigmy>, suwnost~ kotoro� pro�vl�ets� v svoeobraznom
mirovozzrenii, suwestvennymi qertami kotorogo �vl�ets� primat sredstv nad
cel~�, celi nad smyslom i obweqeloveqeskimi interesami, smysla nad bytiem i
real~nost�mi sovremennogo mira, tehniki nad qelovekom i ego cennost�mi. Po-
vidimomu, edinstvenno� al~ternativo� tehnokratiqeskom vyzovu mo�et stat~
gumanistiqeska� orientaci�, ob��vl��wa� qeloveka vysxe� cennost~� na zem-
le i rexa�wa� problemy qelovek i mir, qelovek i priroda, qelovek i obwest-
vo, qelovek i qelovek na osnove obweqeloveqeskih cennoste�. Vmesto podobnogo
podhoda k rexeni� problemy gumanizacii obrazovani� postepenno gumanizaci�
stali podmenat~ prizyvami k gumanitarizacii, ponimaemo� kak usilenie gu-
manitarno� sostavl��we� obrazovani� v uwerb estestvenno-matematiqeskomu,
prizyvali k peresmotru uqebnyh planov, naruxa�wemu slo�ivxi�s� v teqe-
nie sta let balansa, ravnovesi� v raspredelenie uqebnogo vremeni me�du gu-
manitarnym i estestvenno-matematiqeskim ciklami disciplin. Nekotorye ru-
kovoditeli narodnogo obrazovani� poxli ewe dal~xe: rezko sokratili qislo
qasov estestvoznani� i matematiki ili vovse iskl�qili �ti predmety. I �tot
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process u�e prinosit peqal~nye plody: rezko sni�aets� uroven~ i kaqestvo
estestvennogo i matematiqeskogo obrazovani�, qem mnogie des�tileti� slavi-
las~ rossi�ska� obweobrazovatel~na� xkola. Pri �tom ne nabl�daets� polo�i-
tel~nyh sdvigov v gumanizacii, oqeloveqivanii obrazovani�, orientacii ego na
liqnost~, ee duhovnye potrebnosti, interes, sklonosti, sposobnosti, �iznennye
plany, sv�zannye s prodol�eniem obrazovani�. Horoxo izvestno, i primerov
tomu ne malo, qto obuqenie gumanitarnym predmetam, naprimer, literature
ili istorii, mo�no obesqeloveqit~, a obuqenie estestvennym predmetami ili
matematike gumanizirovat~. Takim obrazom, gumanitarizaci� obrazovani� ne
mo�et slu�it~ ni edinstvennym, ni dominiru�wim sredstvom ego gumanizacii.
Tak, usili�, predprinimaemye mnogimi uqenymi i pedagogami, napravlennye
na ohranenie nepreryvnosti i vesomosti matematiqeskogo obrazovani�, kak �le-
menta obwe� kultury sovremennogo qeloveka, nedopuweni� padeni� ego urovn� i
kaqestva v obweobrazovatel~no� xkole { est~ svoebraznoe otstaivanie v novyh
sovreemnnyh uslovi�h ide� F. Kle�na o ravnopravii gumanitarnogo i estestven-
no-matematiqeskogo obrazovani�.

2. Nesomnenny� interes i aktual~nost~ predstavl��t mysli F. Kle�na
otnositel~no obwih pedagogiqeskih podhodov k organizacii i metodam matema-
tiqeskogo obrazovani�. Osobenno sleduet otmetit~ priver�ennost~ F. Kle�na
principu prirodoobraznosti pri obuqenii matematike, genetiqeskomu razviti�
osnovnyh ee ide� i metodov, izuqaemyh v xkole. S osobo� silo� on podqerki-
vaet neobhodimost~ sledovani� �tomu principu v finale svoih lekci� uqitel�m,
izlo�ennyh v knigah [4]. Privedem polny� tekst zakl�qitel~no� stranicy �tih
lekci�:

<� hotel by toqnee vyrazit~ moe otnoxenie k �tomu voprosu, a
imenno, soslat~s� na tot biogenetiqeski� osnovno� zakon, po kotoro-
mu individ svoem razvitii probegat~ v sokrawennom vide vse stadii
razviti� vida, �ti idei stali v nasto�wee vrem� obwim dosto�niem
obrazovannogo qeloveka. �tomu osnovnomu zakonu, � polaga�, dol�-
no bylo by sledovat~ { po kra�ne� mere v obwih qertah { i prepo-
davanie matematiki, kak i voobwe vs�koe prepodavanie. My dol�ny
prisposobl�ts� k prirodnym sklonnost�m �noxe�, medlenno vesti ih
k vysxim voprosam i lix~ v zakl�qenie oznakomit~ ih s abstrakt-
nymi ide�mi; prepodavanie dol�no idti po tomu �e samomu puti, po
kotoromu vse qeloveqestvo, naqina� so svoego naivnogo pervobytnogo
sosto�ni�, doxlo do verxin sovremennogo znani�! Neobhodimo vsegda
povtor�t~ �to trebovanie, tak kak vsegda nahod�ts� l�di, kotorye po
primeru srednevekovyh sholastov naqina�t svoe prepodavanie s samyh
obwih ide� i zawiwa�t �tot metod kak �koby edinstvenno nauqny�. A
me�du tem �to osnovanie nepravil~no: nauqno obuqat~ znaqit uqit~
qeloveka nauqno dumat~, a ne ogluxat~ ego s samogo naqala holod-
no�, nauqno nar��enno� sistematiko�. Suwestvennoe prep�tstvie k
rasprostaneni� takogo estestvennogo i poistine nauqnogo metoda obu-
qeni� predstavl�et sobo�, nesomnenno, nedostatok v znakomstve s is-
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torie� matematiki. Qtoby s �tim borot~s�, � osobenno ohotno vple-
tal v moe izlo�enie mnogoqislennye istoriqeskie momenty. Pust~ �to
poka�et vam, kak medlenno voznikali vse matematiqeskie idei, kak oni
poqti vsegda vsplyvali sperva skoree v vide dogadki i lix~ posle
dolgogo razviti� priobretali nepodvi�nu� vykristallizovanu� for-
mu sistematiqeskogo izlo�eni�. Pust~ �to znanie { �tim po�elaniem
� hotel by zakonqit~ moi lekcii { oka�et prodol�itel~noe vli�nie na
harakter vaxego sobstvennogo prepodavani� v xkole.>

Na peqal~nyh urokah sovremennyh <reformatorov> matematiqeskogo obra-
zovani� netrudno prosledit~ k qemu privodit naruxenie �togo proncipa. Dosta-
toqno vnimatel~no posmotret~ na opyt ranne� aksiomatizacii xkol~nogo kursa
geometrii ili vspomnit~ <arhitekturnye> izlixestva pri ispol~zovanii �le-
mentov teorii mno�estv v xkole.

V sv�zi s principom prirodosoobraznosti ostanovims� ewe na odnom iz
trebovani�, vydvigaemyh v kaqestve osnovnyh reformatorami matematiqesko-
go obrazovani�, v tom qisle i F. Kle�nom. Req~ idet o sobl�denii principa
nagl�dnosti prepodavani� matematiki. F. Kle�n horoxo ponimal, kak trudno
vyder�at~ v qistote �tot princip, kak legko ego utrirovat~. Po�tomu on v
svoih vystupleni�h neodnokratno podrobno izlagal, qto, sobstvenno, on poni-
maet pod principom nagl�dnosti, kak, po ego mneni�, sleduet realizovat~ ego
v prepodavanii arifmetiki, algebry, analiza, geometrii. V sv�zi s �tim sle-
duet otmetit~ takie rekomendacii F. Kle�na na pervyh stupen�h obuqeni� sle-
duet otkazat~s� ot strogo logiqeskih tendenci�; neobhodimo privlekat~ voz-
mo�no bol~xe nagl�dnyh predstavleni�, primerov iz povsednevno� �izni; os-
obenno va�no ispol~zovat~ grafiqeskoe izobra�enie algebraiqesko� funkci�;
uqawies� dol�ny samosto�tel~no sistematiqeski na kleqato� bumage vyqerqi-
vat~ grafiki funkci�, v tom qisle termometriqeskie, barometriqeskie, statis-
tiqeskie krivye, grafiki �eleznodoro�nogo dvi�eni� i t.p.; pri vsem tom neob-
hodimo, qtoby v teqenie poslednih let obuqeni� v xkole logiqeska� storona
dela po vozmo�nosti byla dostatoqno vy�snenno�; pri tom, kak pisal Kle�n,
< . . . nu�no rexitel~no izbegat~ vydavat~ za dokazatel~stva takogo roda soo-
bra�eni�, kotorye rexitel~no ne predstavl��t sobo� takovogo>.

O roli nagl�dnosti na raznyh stupen�h obuqeni� matematike v xkole na-
pisano nemalo nauqno-pedagogiqeskih rabot. K �to� probleme posto�no pri-
hodits� vozvrawat~s� v sv�zi s po�vleniem novyh sredstv i metodov obuqeni�,
razrabotko� novyh obrazovatel~nyh tehnologi�, osobenno informacionnyh i
kommunikacionnyh. Nesmotr� na naliqie mnogoqislennyh issledovani� v �to�
oblasti, rol~ i mesto nagl�dnosti v prepodavanii matematiki, razvitie matem-
atiqesko� intuicii, formirovanie prostranstvennyh predstavleni� i razvitie
prostranstvenogo voobra�eni�, soqetanie induktivnyh i deduktivnyh metodov
obuqeni�, puti i metody priobweni� xkol~nikov k aksiomatiqeskomu metodu {
vse �ti problemy osta�ts� aktual~nymi v sovremenno� didaktike matematiki.
V sv�zi s �timi ide�mi polezno zanovo produmat~ rol~ i mesto kursov nagl�dno�
ili nagl�dno-praktiqesko� geometrii v xkole, metodiku razviti� u uqawihs�
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konstruktivno-geometriqeskih umeni� i navykov.

3. F. Kle�n byl storonnikom bolee xirokogo, qem �to bylo prin�to v
ego vrem�, obwematematiqeskogo obrazovani�. On sqital neobhodimym v pre-
podavanii udelat~ vnimanie raskryti� logiqeskih osnov kursov, istoriqeskih
sv�ze�, ide�, faktov, metodov. Tak, on sqital dl� seb� neobhodimym i rekomen-
doval �to drugim, v tom qisle buduwim uqitel�m: < . . . gorazdo v bol~xe�
stepeni, qem �to obyknovenno delaets�, ukazyvat~ na istoriqeskoe razvitie nau-
ki, na dosti�eni� ee velikih osnovopolo�nikov. Takogo roda raz��sneni�mi �
nade�s~ sode�stvovat~, � by skazal, vaxemu obwemu matematiqeskomu obrazo-
vani�: nar�du so znaniem detale�, kotorye vy qerpaete iz special~nyh kursov,
dol�no zan�t~ svoe mesto v ponimanii logiqeskih i istoriqeskih sv�ze� celo-
go>. Tak pisal F. Kle�n v vvedenii k [4].

Sleduet podqerknut~, qto problema realizacii kul~toro-logiqeskogo as-
pekta matematiqeskogo obrazovani� se�qas ne menee aktual~na. Priobwenie
obuqaemyh k obwestvenno� kul~ture qerez izuqenie matematiki, ee stroeni�,
�stetiki, istorii razviti� { odna iz va�nyh sovremennyh zadaq pedagogiki i
metodiki matematiki.

4. Odno iz veduwih napravleni� reformy matematiqeskogo obrazovani�,
provodimo� pod rukovodstvom F. Kle�na, sosto�lo v tesnom sbli�enii matema-
tiqesko� teorii s ee prilo�eni�mi i primeneniem v praktike. �to napravlenie
reformy bylo aktivno podder�ano vsemi ee storonnikami. Vmeste s drugimi
rukovoditel�mi reformatorskogo dvi�eni� v Germanii, fizikom Rikke (E. Ri-
cke) F. Kle�n provel v �tom otnoxenii xiroku� propagandu. Naibolee �rkoe
vyra�enie ona poluqila v soqinenii <O prikladno� matematike i fizike>,
sostavlennom oboimi avtorami [9]. (Zdes~ pon�tie \Hohere Schule" sootvet-
stvuet naxemu <sredn�� xkola> v otliqie ot nemeckogo pon�ti� \Hochschule",
sootvetstvu�wego <vysxe� xkole>.) Izvestno, qto na �to napravlenie usoverx-
enstvovani� matematiqeskogo obrazovani� posto�no obrawali vnimanie posle-
du�wie pokoleni� reformatorov. Ono ostaets� aktual~nym i po se� den~.

5. Osnovna� veduwa� ide� reformatorov matematiqeskogo obrazovani�,
vozglavl�emyh F. Kle�nom, sosto�la v tom, qtoby obnovit~, osovremenit~ ob-
weobrazovatel~ny� kurs matematiki, vkl�qit~ v nego novye idei i dosti�eni�
matematiqesko� nauki vosemnadcatogo, dev�tnadcatogo stoleti�, nesomnenno, na-
lo�ivxie gluboko� otpeqatok na vse otrasli znani� i tehniki, na gospodstvu-
�wie filosofskie vozzreni�, po vyra�eni� F. Kle�na <na ves~ stro� naxe�
kul~tury>. Dl� realizacii �to� idei F. Kle�nom byl predlo�eno v osnovu ob-
weobrazovatel~nogo kursa matematiki polo�it~ pon�tie funkcii, tak kak izuqe-
nie funkci� sostavl�et predmet vse� vysxe� matematiki, a izuqenie funkcio-
nal~no� zavisimosti razliqnogo roda faktorov { veduwa� zadaqa prikladno�
matematiki. Imenno s �togo i naqalas~ istinna� reforma matematiqeskogo
obrazovani�. Pon�tie o funkcii, klassiqeskie metody issledovani� funkci�
(osnovy teorii predelov, naqala differencial~nogo i integral~nogo isqisle-
ni�), izuqenie svo�stv plana �lementarnyh funkci� { vot put realizacii idei
reformatorov. Pri �tom imelos~ v vidu, qto ide� funkcional~no� zavisimosti
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veliqin stanet veduwe� kak v algebre, tak i v geometrii, pronizyva� ves~ put~
matematiki sredne� xkoly. Ot priver�encev �to� reformy voxel v obihod
qasto i se�qas ispol~zuemy� termin <funkcional~noe myxlenie>. Razvit~ u
uqawihs� sposobnost~ k funkcional~nomu myxleni� { vot osnovna� zadaqa re-
formy matematiqeskogo obrazovani�, predprin�to� F. Kle�nom i ego kollegami.

Esli vdumat~s� v te preobrazovani�, kotorye proizoxli v rossi�skom ma-
tematiqeskom obrazovanii v dvadcatom veke, to mnogoe iz togo, qto zadumal
F. Kle�n, realizovano. Nam trudno se�qas predstavit~ xkol~nye kursy mate-
matiki, algebry, analiza, bez pon�ti� funkcii, bez izuqeni� svo�stv stepen-
no�, pokazatel~no�, logarifmiqesko�, trigonometriqeskih funkci�, bez pon�-
ti� predela, �lementov differencial~nogo i integral~nogo isqisleni�, bez ih
prilo�eni� k zadaqam geometrii i fiziki. No, k so�aleni�, mnogie idei
F. Kle�na do sih por ne realizovany, hot� i predprinimalis~ neodnokrat-
nye popytki. �to, v osnovnom, otnosits� k xkol~nomu kursu geometrii. Vdu-
maems� v osnovn� ide� <�rlangensko� programmy> { klassifikaci� geometri�
s gruppovo� toqki zreni�. Iz nee qetko sleduet, qto osnovno� predmet ge-
ometrii sovremenno� sredne� xkoly dol�en sosto�t~ v izuqenii invariantov
dvuh grupp geometriqeskih preobrazovani� { gruppy dvi�eni� i gruppy podobi�
dl� dvumernogo sluqa� (ploskosti) i trehmernogo (prostranstva). �to oznaqaet,
qto osnovnym ob�ektom izuqeni� v xkol~nom kurse geometrii dol�no stat~ ge-
ometriqeskoe preobrazovanie { annaly pon�ti� funkcii i xkol~ny� kurs ge-
ometrii dol�ny byt~ postroeny na osnove geometriqeskih preobrazovani�. �to
i oznaqalo by perestroit~ ego na funkcional~no� osnove, �to by i obespeqiva-
lo razvitie sposobnosti k funkcional~nomu myxleni� sredstvami geometrii.
Pri �tom my podqerkivaem, qto req~ idet ob ide�no� osnove kursa, no ne otri-
caem vozmo�nosti izuqeni� priznakov ravenstva treugol~nikov, geometriqeskih
postroeni�, koordinatnogo metoda i drugih tradicionyh tem. Odnako, esli
mo�no tak skazat~, ideologi� izuqeni� svo�stv geometriqeskih figur dol�na
ishodit~ iz gruppovogo podhoda F. Kle�na, suwnost~ kotorogo sostoit v sle-
du�wem: ka�da� figura opredel�et nekotoru� gruppu dvi�eni�; �ta grupp
soder�it vse te dvi�eni�, kotorye otobra�a�t figuru na seb�, i nazyvaets�
gruppo� samosovmeweni� (ili gruppo� simmetri�) danno� figury; znanie grup-
py sovmeweni� figury pozvol�et opredelit~ ee geometriqeskie svo�stva. Na-
primer: svo�stva parallelogramma proisteka�t iz togo, qto ego gruppa sa-
mosovmeweni� soder�it, krome to�destvennogo preobrazovani�, central~nu�
simmetri�; gruppa samosovmeweni� pra�mougol~nika (ili romba) bogaqe { ona
soder�it ewe dve simetrii, tem samym vyzvany dopolnitel~nye svo�stva �tih
figur po sravneni� so svo�stvami parallelogramma. Analogiqnym obrazom,
mogut byt~ vyzvany svo�stva ravnobedrennogo ili ravnostoronnego treugol~-
nika, ravnobedrenno� trapecii, pravil~nyh mnogougol~nikov, pravil~nyh mno-
gogrannikov, tel vraweni�. Izuqenie svo�stv figur na osnove rassmotreni�
grupp samosovmeweni� �tih figur i budet realizacie� ide� <�rlangensko� pro-
grammy> v xkol~nom kurse geometrii. Imenno �ti idei <�rlangensko� program-
my> ewe predstoit realizovat~ v xkol~nom matematiqeskom obrazovanii. Ob
aktual~nosti �to� zadaqi govor�t mnogie fakty. Privedu tol~ko odin primer,
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harakterizu�wi� nedostatoqnoe razvitie funkcional~nogo mixleni�, pro�vl�-
�wees� da�e u uqitele� matematiki pri rexenii geometriqeskih zadaq. Neod-
nokratno, naqina� kurs lekci� uqitel�m po teorii geometriqeskih preobrazo-
vani�, � predlagal sluxatel�m zadaqu: <Dva ravnobedrennyh treugol~nika, os-
novani� kotoryh le�at na odno� pr�mo�, raspolo�eny v odno� poluploskosti,
opredel�emo� �to� pr�mo�. Postroit~ pr�mu�, parallel~nu� osnovani�m tre-
ugol~nikov tak, qtoby na ne� bokovymi storonami treugol~nikov vysekalis~
otrezki ravno� dliny.> Rexenie �to� zadaqi obyqno vyzyvalo trudnosti poka
� ne proiznosil podskazku o vozmo�nosti primeneni� parallel~nogo perenosa.
Trudnosti v rexenii zadaq, oqevidno, vyzvany <nefunkcional~nost�> myxle-
ni�, kogda figury v geometrii rassmatriva�ts� nepodvi�nymi, neizmen�emymi,
a mysl~ rexa�wego zadaqi napravlena na poiski cepoqek ravnyh treugol~nikov.

Itak, ewe predstoit postroit~ xkol~ny� kurs geometrii na osnove geomet-
riqeskih preobrazovani�, qem budet zaverxeno reformirovanie matematiqesko-
go obrazovani�, zadumannoe F. Kle�nom na rube�e ukazannogo stoleti�, tem
samym budet dostignuta garmoniqnost~ v matematiqeskom razvitii uqawihs�, v
napravlenii formirovani� u nih funkcional~nogo obraza mixleni�.

6. F. Kle�n byl aktivnym storonnikom osuwestvleni� v prepodavanii
matematiki vozmo�no bolee tesnyh vnutripredmetnyh i me�predmetnyh vza-
imosv�ze�.

Tak, on ne tol~ko ratoval za osuwestvlenii fuzionizma v izlo�enii v xkole
kursov planimetrii i stereometrii, no i byl storonnikom realizacii fuzioniz-
ma v izlo�enii arifmetiki, algebry, analiza i geometrii. No, esli fuzionizm
v geometriqeskih kursah on sqital neobhodimym dovesti do sozdani� edino-
go kursa geometrii, v kotorom by svo�stva figur dvumernogo i trehmernogo
prostranstv izuqalis~ odnovremenno v organiqesko� vzaimosv�zi, to fuzionizm
me�du kursom algebry i analiza, s odno� storony, i geometrie� { s drugo� on
sqital vozmo�nym ograniqit~ lix~ tesnymi me�predmetnymi sv�zami. Prive-
dem vyskazyvani� samogo F. Kle�na, soder�awies� vo vvedenii ko vtoromu ge-
ometriqeskomu tomu raboty [3]:

< . . . � vystupa� . . . pobornikom to� tendencii, kotoru� � ohot-
nee vsego oboznaqa� slovo fuzionizm v prepodavanii arifmetiki i ge-
ometrii. Ponima� pri �tom <arifmetiku> kak oblast~, k kotoro� pri-
nadle�at ne tol~ko uqenie o celyh qislah, no i vs� algebra i analiz.
Drugie, osobenno v Italii, pol~zu�ts� slovom fuzionizm dl� harak-
teristiki stremleni�, ograniqiva�wihs� odno� tol~ko geometrie�.
Delo v tom, qto s davnih por prin�to kak v xkole, tak i v universitete
sperva izlagat~ geometri� ploskosti, a zatem u�e soverxenno otdel~no
geometri� prostranstva (taka� praktika obuqeni� sohranilas~ do sih
por u nas v Rossii { G.D.), no pri �tom, k so�aleni�, geometri� pros-
transtva qasto slixkom ureza�t, i blagorodna� sposobnost~ k pros-
transtvenno� intuicii, s kotoro� uqawies� prihod�t v xkolu, utraqi-
vaets�. V protivpolo�nost~ �tomu <fuzionisty> hot�t s samogo naqala
odnovremenno traktovat~ ploskost~ i prostranstvo r�dom drug s dru-



<�rlangenska� programma> Feliksa Kle�na 129

gom, qtoby ne naqinat~ s iskusstvennogo ograniqeni� naxego myxleni�
dvum� izmereni�mi. � prisoedin��s~ zdes~ i k �tim stremleni�m, no v
to �e vrem� ime� v vidu, kak skazano vyxe, ewe dalee iduwi� fuzion-
izm: v proxlom semestre � posto�nno o�ivl�l abstraktnye teorii
arifmetiki, algebry, analiza qerte�ami i grafiqeskimi metodami,
kotorye dela�t dl� inogo izlagaemye vewi gorazdo bolee dostupnymi
i qasto vpervye pozvola�t pon�t~, zaqem imi zanima�ts�; analogiqno,
� budu teper~ s samogo naqala soprovo�dat~ prostranstvennu� intu-
ici�, kotora�, koneqno, dol�na zanimat~ pervoe mesto, analitiqeskimi
formulami, kotorye v vysxe� stepeni oblegqa�t toqnu� formulirovku
geometriqeskih faktov.>

V teqenie stoleti� v Rossii veduts� diskussii na temu o neobhodimosti i
vozmo�nosti fuzioniqeskogo kursa geometrii v xkole. Byli i mnogoqislennye
issledovanni� na �tu temu, byli i popytki sozdani� podobnyh kursov. Odnako
do sih por v massovo� xkole otdel~no i izolirovanno izuqaets� planimetri� i
stereometri�, qto ne sposobstvuet razviti� prostranstvennogo myxleni� uqa-
wihs�.

Itak, vospol~zovavxis~ 125-letnim �bileem <�rlangensko� programmy>
F. Kle�na, my vkratce rassmotreli nekotorye iz ego pedagogiqeskih ide�, vo
mnogom vyteka�wih iz nazvanno� programmy. �tot obzor, nesomnenno, svide-
tel~stvuet ob ogromnom neocenimom vklade F. Kle�na v razvitie matematiqesko-
go obrazovani� v mire, preobrazivwem soder�anie i metody obuqeni� matemati-
ke v xkole i vuze, uqebnu� matematiqesku� literaturu. Vmeste s tem, bogaty�
istoqnik matematiko-metodiqeskih ide�, soder�awihs� v rabotah F. Kle�na
daleko ne isqerpan. Mnogie iz nih ewe �dut svoego razviti� i voploweni�
v xkol~nu� praktiku.
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