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VON DER KLASSIFIKATION DER VIERECKE
ZUM SYSTEM DER VIERECKE

Joachim T. Haug and Carolin Haug

Abstract. The currently available classification schemes of quadrilaterals do not
include all possible types of quadrilaterals, but only an arbitrary subset. Additional-
ly, students often have problems to understand these classifications. Therefore, this
study aims at constructing a comprehensive and logically structured systematics of
quadrilaterals. Herein the characteristics of its elements should determine its elements.
The basis here are six quadrilaterals of first order, which are characterized by either
two same angles, two sides of the same length (both either adjacent or opposed to
each other), two parallel or orthogonal sides. Combination of these quadrilaterals with
one of the other characters results in quadrilaterals of second order; further character
combinations lead to quadrilaterals of third or fourth order, the latter including the
square. This approach reveals that several, even highly ordered quadrilaterals, are
yet unnamed. In addition to the square there is another quadrilateral of fourth order,
the complex double-orthogonal three-sides-equal quadrilateral. The applicability of the
newly found quadrilaterals still needs to be studied. The here presented systematics
of quadrilaterals with its logical basis should probably be easier to teach than the
classifications available to date.
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1. Hintergrund

1.1. Die Klassifikation der Vierecke

Die sogenannte ‘hierarchische Klassifikation der Vierecke’ mag vom mathe-
matikwissenschaftlichen Standpunkt her als eher trivial und bereits erschopfend
behandeltes Thema erscheinen. Betrachtet man jedoch die Schwierigkeiten, die
Schiiler beim Erlernen dieser Klassifikation zu haben scheinen (z.B. Fujita [6],
Heinze [8]), wird klar, dass dieses Thema in keinster Weise trivial ist.

Im deutschsprachigen Raum wird die Klassifikation der Vierecke oft im ‘Haus
der Vierecke’ dargestellt. Vogelsberger [11] weist jedoch darauf hin, dass es nicht
nur ein solches Haus der Vierecke gibt, sondern dass hiervon mehrere Versionen
existieren, die sich in signifikanten Details voneinander unterscheiden.

Aus der Tatsache, dass mehrere verschiedene Klassifikationen der Vierecke ex-
istieren, lésst sich ableiten, dass (zumindest einigen von) diesen Klassifikationen
eine gewisse Willkiir zu Grunde liegt (siche auch Vogelsberger [11]). Hierin liegt
sicher auch einer der Griinde, warum Schiiler Probleme beim Erlernen dieser Klas-
sifikation(en) haben: Willkiirliche Klassifikationen sind weder intuitiv noch logisch
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zu erfassen (z.B. Fujita [6]) und stoflen somit nicht nur auf Unverstandnis, sondern
sogar auf Widerstand (De Villiers [3]).

Damit lasst sich auch die Feststellung erklaren, dass die Fahigkeit von Schiilern
aber auch angehenden Lehrern hierarchisch mit Vierecken umzugehen zumeist
schlecht entwickelt ist (z.B. De Villiers [4], Fujita [6], Zilkova [14]).

Betrachten wir bestehende Klassifikationen im Detail, so finden sich Unter-
schiede sowohl in den enthaltenen Elementen, als auch in den genauen Beziehun-
gen zwischen diesen (Beispiele in Zilkova [14]). Die hdufigsten Elemente in ein-
er Klassifikation der Vierecke sind das Quadrat, das Rechteck, die Raute, das
Parallelogramm und fast immer das Trapez. Weitere hiufige Elemente sind das
Drachenviereck (Deltoid) und das achsensymmetrische Trapez (gleichschenkliges
Trapez). Seltene Elemente sind (unter anderem) Vierecke mit Innenkreisen und
AuBlenkreisen oder schiefe Drachenvierecke. Eine der umfangreichsten Klassifika-
tionen ist wohl die von De Villiers [4], doch auch andere Autoren bemerken, dass
bei den iiblichen Formen des Hauses der Vierecke viele Formen “vergessen” wur-
den (z.B. Walser [13]). Viele Hauser wirken auflerdem asymmetrisch (z. B. Roth
[10], seine Abb. 36; Kimeswenger [9]. ihre Abb. 50). Einige Autoren versuchen
diese Asymmetrie auszugleichen, doch scheinen sie nicht immer die notwendigen
Elemente zum Ausgleichen zu finden (z.B. Fritsch [5], seine Abb. 5).

1.2. Klassifikation versus System

Wie bereits gesagt gibt es somit kein einheitliches Schema um Vierecke zu klas-
sifizieren. Noch viel weniger gibt es somit ein echtes System im strikten Sinne. In
anderen Bereichen der Wissenschaft, etwa der Biologie, ist der grundlegende Unter-
schied zwischen einer (willkiirlichen) Klassifikation und einem natiirlichen System
ausfiihrlich erértert worden (z.B. Ax [2]). In der Biologie stellt die gemeinsame
Abstammung den entscheidenden Faktor der Systematisierung dar (Hennig [7]).
Dieses Kriterium lédsst sich jedoch nicht auf die hier erdrterte Problematik, die
Klassifikation der Vierecke, anwenden.

Dennoch scheint die biologische Systematik auch gern mit der mathematis-
chen Klassifikation verglichen zu werden (z.B. Walser [13]). Die Diskussion um
die biologische Systematik liefert bei genauem Vergleich ein wertvolles Kriterium,
welches sich auch auf die Klassifikation der Vierecke anwenden lasst. Das wichtig-
ste Kriterium in der biologischen Systematik, die Abstammung von gemeinsamen
Vorfahren, kann nicht ohne weiteres erkannt, sondern muss rekonstruiert werden.
Um zu beurteilen welche von mehreren Rekonstruktionen wahrscheinlich ist, gibt
es mittlerweile verschiedene Ansétze, von denen jedoch viele hart umstritten sind
(z.B. Ax [2], Wigele [12], Assis [1]). Als eine plausible Rekonstruktion kann je-
doch aus formal logischen Griinden eine solche angesehen werden, die in sich selbst
schliissig ist (Assis [1]). Eine solches System weist somit eine Konsistenz mit ihren
eigenen Bedingungen auf und damit eine innere Kohérenz, eine innere Ordnung.
Dieses Prinzip lasst sich sehr wohl auf die Klassifikation der Vierecke iibertragen.
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Als kohérent kann dabei ein System angesehen werden, in dem Elemente und
ihre Eigenschaften sich gegenseitig bedingen. Um ein solches System zu rekonstru-
ieren sollten also die Figenschaften der Elemente im Mittelpunkt stehen.

1.3. Eigenschaften von Vierecken

Die meisten bestehenden Klassifikationen der Vierecke verwenden verschiedene
FEigenschaften auf verschiedenen Ebenen. Damit zeigt sich, dass sich die Willkiir
der Elemente in den Klassifikationen der Vierecke auch in den angewandten Eigen-
schaften widerspiegelt. Eine interessante Ausnahme bildet die Klassifikation von
Vogelsberger [11]. Diese Klassifikation richtet sich strikt nach den Symmetrieeigen-
schaften der Elemente, umfasst jedoch verglichen mit dem Ansatz von De Vil-
liers [4] vergleichsweise wenige Elemente. Der Ansatz von speziellen Eigenschaften
auf die Elemente und deren Beziehungen zueinander zu schlielen ist jedoch vielver-
sprechend und soll im Folgenden konsequent angewendet werden. Dafiir miissen
wir zunédchst die Eigenschaften der “klassischen” Vierecke betrachten. Dabei sollen
hier auch zunéchst “klassische” Eigenschaften diskutiert werden.

Betrachten wir etwa ein Drachenviereck, so ist eine der augenfélligen Eigen-
schaften, dass je zwei benachbarte Seiten die gleiche Linge aufweisen. Beim Par-
allelogramm hingegen sind jeweils die zwei gegeniiberliegenden Seiten gleich lang.
Wir nehmen diese beiden Félle als ein Eigenschaftspaar wahr: ‘Gegeniiberliegende
Seiten gleich lang’ oder ‘benachbarte Seiten gleich lang’. Ein #hnliches Eigen-
schaftspaar finden wir, wenn wir die Winkel betrachten. Nehmen wir erneut das
Parallelogramm; hier sind zwei jeweils gegeniiberliegende Winkel gleich grof8. Beim
gleichschenkligen Trapez sind jeweils die zwei nebeneinander liegenden Winkel
gleich. Als weitere hiufig verwendete Eigenschaften sollen hier der rechte Winkel
sowie parallele Seiten herangezogen werden. Genauer betrachtet handelt es sich bei
diesen Eigenschaften namlich auch um ein Eigenschaftspaar welches die spezifische
Lagebeziehung nebeneinander liegender Seiten (rechter Winkel), beziehungsweise
gegeniiberliegender Seiten (parallel) beschreibt.

Wie im Folgenden dargestellt, kénnen mit diesen drei Eigenschaftspaaren (glei-
che Lange, gleicher Winkel, Lagebeziehung) die meisten géngigen Vierecke beschrie-
ben und hergeleitet werden. Dariiber hinaus ergeben sich jedoch eine ganze Reihe
weiterer spezieller Vierecke, die nicht zum klassischen Kanon gehdren. Der hier
vorgestellte Ansatz soll sich auch lediglich auf die drei genannten Eigenschafts-
paare beschrianken, um zu vermeiden, dass die Anzahl der zu diskutierenden “nicht-
kanonischen” Vierecke zu grofl wird. Weitere Eigenschaften hinzuzunehmen wiirde
den Rahmen dieser Arbeit deutlich sprengen. Der im Folgenden dargestellte Ansatz
hat jedoch das Potential um beliebige weitere Eigenschaften, etwa Lage oder Léan-
genbeziehungen der Diagonalen oder Auflen- und Innenkreise, erginzt zu werden.

2. Vorgehensweise

Da nun dargelegt ist, welche Eigenschaften im Folgenden herangezogen werden
sollen, muss noch erldutert werden, wie man mit diesen Eigenschaften eine Klassi-
fikation erzeugen soll. Der Gedanke ist, &hnlich wie bei etwa bei Vogelsberger [11],
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dass es Vierecke gibt, die geordneter sind als andere. Dabei ist das Quadrat das
Viereck mit der hochsten Ordnung, was sich auch in allen bisher vorgeschlagenen
Klassifikationen so findet. Steigende Ordnung kann nun dadurch erzeugt werden,
dass Vierecke erster Ordnung lediglich eine Eigenschaft erfiillen, diejenigen zweiter
Ordnung zwei Eigenschaften usw.

Um so ein kohérentes System zu erzeugen ist es wichtig, dass alle Elemente,
die sich konsequent aus diesem Ansatz ergeben, beriicksichtigt werden. Dies wird
am einfachsten durch eine Eigenschaftsmatrix erreicht. Zunéachst kann mit ein-
er zweidimensionalen Matrix begonnen werden. Diese kann dann sukzessive um
weitere Dimensionen erweitert werden. Diese multidimensionale Matrix wird hier
als aufeinander aufbauende zweidimensionale Matrizen dargestellt, da dies im her-
koémmlichen narrativen Ablauf einer Publikation leichter nachzuvollziehen sein
diirfte. Durch diese Weise der Darstellung verringert man auch die Anzahl der
Doppeldarstellungen. Die Darstellung ist in ihrem Ergebnis nun nicht die am
einfachsten zu erfassende und damit nicht die intuitiv sinnvollste. Sie vermittelt
jedoch am besten den Prozess der Herleitung der verschiedenen Vierecksformen.
Eine Herleitung einer intuitiv erfassbaren grafischen Darstellung sehen wir als ein
zukiinftiges Projekt an, welches an dieser Stelle jedoch zu weit fithren wiirde.

Als kurze Anmerkung sei erwahnt, dass aus der folgenden Diskussion entartete
Vierecke weitestgehend ausgeschlossen sind. Somit tauchen keine Vierecke auf, die
Winkel von 0°, 180° oder 360° beinhalten.

1-1 1-2
1-1a 1-1b 1-1c 1-2a 1-2b 1-2¢
1-3 -4 s "\a
a a a
a a a g 2 a a
1-3a 1-3b 1-3c 1-4a 1-4b 1-4c
1-5 1-6
' K (\ }\
# \ # : : .
1-5a 1-5¢ 1-6a 1-6b 1-6¢

Abb. 1. Die sechs Vierecke erster Ordnung. Diese zeichnen sich alle durch eine einzelne Eigenschaft
aus: gleiche Winkel, gegeniiber 1-1, benachbart 1-2; gleiche Lénge, gegeniiber 1-3, benachbart
1-4; Lagebeziehung, gegeniiber (parallel) 1-5, benachbart (rechter Winkel) 1-6. Nur eines dieser

Vierecke tragt eine speziellen Namen, das Trapez (1-5)



Von der Klassifikation der Vierecke 5

1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 16

1-1 2A 2B 2D 2G 2K 2P

12 28 2C 2E 2H 2L 2Q
1-3 E 2F 21 2M 2R
1-4 2J 2N 2s
1-5 : 20 2T
1-6 12PN 2Q 2S 2U

Abb. 2. Erste Eigenschaftsmatrix. Ausgegraute Felder sind Doppelbelegungen

Als Ausgangspunkt dienen die sechs Vierecke, die sich aus den sechs Eigen-
schaften ergeben (Abb. 1). Diese sind dann Vierecke erster Ordnung. Jene Vierecke,
die aus der ersten Matrix (Abb. 2) resultieren, erfiillen je zwei Eigenschaften, sind
somit Vierecke zweiter Ordnung (Abb. 3, 4). Basierend auf diesen wird eine weitere
Matrix aufgestellt (Abb. 5), aus der die Vierecke dritter Ordnung (Abb. 6-8) her-
vorgehen. Aus diesen wird wiederum eine Matrix aufgestellt (Abb. 9). Bei dieser
erzeugt man das Viereck hochster Ordnung, das Quadrat (Abb. 10).

Um die verschiedenen Vierecke erster und héherer Ordnung besser ansprechen
zu konnen, werden im Folgenden (und hoffentlich in sich hierauf beziehenden Ar-
beiten) alle Vierecke mit Nummern versehen. Diese ist zweiteilig; die erste Zahl
gibt die Ordnung an, die zweite (von der ersten durch einen Strich getrennt) ist
eine konsekutive Nummerierung in Reihenfolge des Auftauchens in der Merkmals-
matrix. Zusatzlich wird im Falle einer konvexen Variante ein kleines ‘a’ angehingt.
Eventuell vorhandene konkave Varianten haben dann ein kleines ‘b’, iiberschlagene
Vierecke ein kleines ‘c’. In einigen Fallen resultieren mehrere mogliche Vierecke
aus einer Merkmalskombination, die sich z.B. in der relativen Lage der festgelegten
Winkel oder Seiten unterscheiden. Diese werden wiederum durch eine Zahl ergénzt
und konsekutiv durchnummeriert.

3. Ergebnisse

Bei konsequenter Anwendung ergeben sich 6 Vierecke erster Ordnung (Abb.
1), 15 Vierecke zweiter Ordnung (Abb. 3,4), 13 Vierecke dritter Ordnung (Abb.
6-8) und 2 Vierecke vierter Ordnung (Abb. 10). Diese Zahlen kommen dadurch
zustande, dass mehrfach entstandene Vierecksformen jeweils nur einmal gezahlt
werden. Auflerdem werden auch Vierecksformen nur einfach gezihlt, bei denen
sich durch Anwendung einer weiteren Eigenschaft die Form nicht weiter verandert.
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Abb. 3. Vierecke zweiter Ordnung, erster Teil
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Abb. 4. Vierecke zweiter Ordnung, zweiter Teil
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11 12 13 14 15 16
2-1 1 3AA 3AB 3AC 3AD 3AE 3AF

2-2 3BA 3BB 3BC 3BD 3BE 3BF

23 3CA 3cB 3eC 3e0 3CE sef

2-4 3DA 3DB 3DC 3DD 3DE 3DF
2-5  3EA 3EB 3EC 3ED 3EE 3EF
26  3FA 3FB 3FC 3FD 3FE 3FF
2-7  3GA 3GB 3GC 3GD 3GE 3GF
2-8 3HA 3HB 3HC 3HD 3HE 3HF

29 3lA 3B 3IC 3ID  3IE 3IF

2-10 3JA 3JB  3JC ;JD//&JE/ 3JF

2-11 3KA 3KB 3KC 3KD 3KE 3KF
2-12 3LA 3LB 3LC 3LD  3LE 3LF
2-13. 3BMA 3MB 3MC 3MD 3ME 3MF
2-14° 3NA 3NB 3NC 3ND 3NE 3NF

2-15. 30A 30B 30C 30D 30E 30OF

Abb. 5. Zweite Eigenschaftsmatrix. Durchgestrichene Felder sind logisch nicht mégliche Kombi-
nationen

Bei der Betrachtung der Vierecke erster Ordnung fallt sofort auf, dass lediglich
eines, das mit parallelen (gegeniiber liegenden) Seiten, einen gesonderten Namen
tragt, das Trapez. Auch bei vielen Vertretern héherer Ordnungen finden wir keinen
speziellen Namen fiir diese.

Insbesondere fallt auf, dass es ganze “Populationen” von Drachenvierecken
und Trapezen gibt, die hoch geordnete Vierecke darstellen aber keine eigenen Na-
men tragen. Beim Drachenviereck haben wir neben dem normalen Drachenviereck
(2-5) das rechtwinklige (3-7), das doppelt rechtwinklige (3-8) und das dreiwin-
klige Drachenviereck (3-4), die bisher keinen richtigen Namen hatten (anders et-
wa die Drachenvierecksonderform Raute und ihre Sonderform, das Quadrat) und
somit nicht als spezielle Vierecksformen wahrgenommen wurden. Dabei wird sofort
klar; dass es sich in der Tat um hoher geordnete Vierecke handelt. Beim Trapez
haben wir neben dem normalen Trapez (1-5) das rechtwinklige (eigentlich doppelt
rechtwinklig; 2-8), das zweiseitige (2-9), das gleichschenklige (2-4), und das drei-
seitige Trapez (3-6), die auch keinen separaten Namen hatten. Bei diesen Formen
des Trapezes féllt sogar auf, dass sie drei verschiedene Ordnungsebenen darstellen.
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Nur das Parallelogramm (2-1; auch ein Trapez) und seine Spezialform Rechteck
(3-1; und wiederum das Quadrat, 4-1) erhielten einen eigenen Namen.

3AA 3AB 3AC 3AD a 3AE 3AF
a, a
‘ﬂ’ o o (0 B (o B o« y B ™ Ya
2-1a 3-1a 2-1a 3-2a 2-1a 3-1a
3BA+B 3BC 3BD ) a | 3BE 3BF
a # @ | [ x
o o a o
a a
o [V 0 4 o y o o o
3-1a 3-1a 3-3a 3-4a 3-1a 3-1a
3CA+B 3CE 3DA+B 3DC
a a o a
a a a |, a a/\a a
a o o o o
3-5¢ 3-5¢ 3-1a 2-4c 3120 3-5¢
3DD 3DE . 3DF
a Zi ” .
" aa a
o g G B ’
”
3-6a-1 3- 6a 2 3-1a 3-1a
/> /< / ; / 7 / /” 7? 7

3-4 3-2a

Q>>Omm.

3-6a-1 3- 6a 2 3-6¢
3FC+D
a
- ‘ ‘ )
\ 2K
a a
3-6a-1 3- 6a 2 3 6C 3-9a-1 3-9a-2 3-9a-3 3-9a-4

Abb. 6. Vierecke dritter Ordnung, erster Teil

Das gleichschenklige Trapez taucht in einigen bestehenden Klassifikationen auf
(etwa bei Vogelsberger [11]). Es ist jedoch nicht direkt einsichtig, warum ausgerech-
net diese Spezialisierung bercksichtigt werden sollte, wohingegen andere nicht als
spezielle Formen wahrgenommen werden sollten.
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77
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Abb. 7. Vierecke dritter Ordnung, zweiter Teil

Ein iiberraschender Befund ist, dass es neben dem Quadrat ein weiteres Viereck
vierter Ordnung gibt. Es entstehen in der dritten Matrix neben dem Quadrat ver-
schiedene andere Vierecke; diese sind jedoch Formen, die durch die vierte Zusatzbe-
dingung nicht weiter eingeschrénkt werden. So etwa das Rechteck, welches nicht
durch zusétzliche Einschriankung der Eigenschaften ‘Winkel’ zum Quadrat wer-
den kann, weil beim Rechteck bereits alle Winkel festgelegt sind. Anders beim
iiberschlagenen doppelt rechtwinkelig-dreiseitigen Viereck (4-2). Dieses scheint ein

echtes Viereck vierter Ordnung zu sein (siehe weiter unten).
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3LA 3LB 3LC 3LE . 3LF
[J ol | [J [J 77 [/
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K hd a y/A
a 4
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Abb. 8. Vierecke dritter Ordnung, dritter Teil

4. Diskussion

4.1. Allgemeine Diskussion

Man mag sich nun fragen, wofiir man diese “zusétzlichen” Vierecke erster und
hoherer Ordnung “braucht”. Zunéchst bleibt die Feststellung, dass nur durch Ein-
bezug dieser eine koharente Systematisierung der Vierecke moglich ist. Des Wei-
teren muss man priifen, ob diese Formen nicht an anderer Stelle auftauchen.

Nehmen wir zum Beispiel eine Pyramide iiber quadratischer Grundfliche und
der Spitze senkrecht iiber dem Diagonalenschnittpunkt, also eine “normale” Pyra-
mide. Schneidet man diese Pyramide parallel zur Grundfliche, erhélt man einen
(geraden) Pyramidenstumpf. Die Seitenflichen sind dann gleichschenklige Trapeze.
Schneidet man die Pyramide jedoch nicht parallel zur Grundflache, erhalt man
einen schiefen Pyramidenstumpf. Dessen Seitenflichen sind Vierecke mit zwei be-
nachbarten gleichgroflen Winkeln, also eines der “neuen” Vierecke erster Ordnung
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3-1
3-2
3-3

3-4

Abb. 9. Dritte Eigenschaftsmatrix. Durchgestrichene Felder sind logisch nicht mogliche Kombi-
nationen.

4AA-C,E+F  4AD 4BA 4BB 4BC-E 4BF 4CA-F
3-1a 4-1a 3-2a 4-1a 3-2a 4-1a 4-1a
4DA-F 4EA+B 4FA-F 4FA+B(c)| 4GA-F 4HA-F 4|1A-F 4JA-F
aa o
20, T O
4-1a 3-5¢ 4-1a 3-6¢ 4-1a 4-1a 4-1a 4-1a
4KA a;z 4KD & 4LA-C(b) 4L A-F 4LE+F(b) 4AMA-F
4 421
- :
a

3-11c 4-2¢ 3-1a 4-1a 3-1a 4-1a

Abb. 10. Vierecke vierter Ordnung

(1-2a). Damit spielt zumindest eines der neuen Vierecke bereits eine Rolle bei der
Beschreibung von Koérpern.



12

J. T. Haug, C. Haug

NuMMER TYP GRUPPE

1-1

1-2

1-3

1-4

1-5

2-15

PP PPEEEE
= © 00 DO W

@6 o g
o

0O oTEOT®®»Y»O®OYLOTYOTEYYTYOYYTYYTOOLOTOYOTYOOTYOTYOTYOT

konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
konvexes
konvexes
konkaves
(konvexes)
(konvexes)
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
konvexes
konvexes
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
(konvexes)
(konvexe)
(konvexes)
(konvexes)
tiberschlagenes
konkaves
iiberschlagenes
(konvexes)
(konvexes)
(konvexes)
konvexes
konkaves
iiberschlagenes
konvexes
konkaves
(konvexes)
(konvexes)
iiberschlagenes

NAME

zweiwinkeliges Viereck
zweiwinkeliges Viereck
zweiwinkeliges Viereck
zweiwinkeliges Viereck
zweiwinkeliges Viereck
zweiwinkeliges Viereck
zweiseitiges Viereck
zweiseitiges Viereck
zweiseitiges Viereck
zweiseitiges Viereck
zweiseitiges Viereck
zweiseitiges Viereck
Trapez

Trapez

rechtwinkeliges Viereck
rechtwinkeliges Viereck
rechtwinkeliges Viereck
Parallelogram
dreiwinkeliges Viereck
dreiwinkeliges Viereck

ZUSATZ

gegeniiber
gegeniiber
gegeniiber
benachbart
benachbart
benachbart
gegeniiber
gegeniiber
gegeniiber
benachbart
benachbart
benachbart

zweiwinkelig-zweiseitiges Viereck (”Schmetterlingsviereck”)

gleichschenkeliges Trapez
gleichschenkeliges Trapez

Drachenviereck

Drachenviereck

zweiwinkelig-zweiseitiges Viereck
dreiseitiges Viereck

dreiseitiges Viereck

doppelt rechtwinkeliges Trapez
zweiseitiges Trapez
zweiwinkelig-zweiseitiges Trapez
rechtwinkelig-zweiwinkeliges Viereck
rechtwinkelig-zweiwinkeliges Viereck
doppelt rechtwinkeliges Viereck
rechtwinkelig-zweiwinkeliges Viereck
rechtwinkelig zweiseitiges Viereck
rechtwinkelig zweiseitiges Viereck
rechtwinkelig zweiseitiges Viereck
rechtwinkelig zweiseitiges Viereck
rechtwinkelig zweiseitiges Viereck
rechtwinkelig zweiseitiges Viereck
Rechteck

Raute

dreiwinkelig-zweiseitiges Viereck
dreiwinkeliges Drachenviereck
“Sanduhrviereck”
dreiseitig-gleichschenkeliges Trapez
dreiseitig-gleichschenkeliges Trapez
rechtwinkeliges Drachenviereck

doppelt rechtwinkeliges Drachenviereck
doppelt rechtwinkelig-zweiseitiges Trapez
rechtwinkelig-dreiseitiges Viereck
rechtwinkelig-dreiseitiges Viereck
doppelt rechtwinkeliges Viereck
rechtwinkelig-zweiwinkelig-zweiseitiges Viereck
rechtwinkelig-zweiwinkelig-zweiseitiges Viereck
doppelt rechtwinkelig-zweiseitiges Viereck
Quadrat

doppelt rechtwinkelig-dreiseitiges Viereck

gegeniiber
gegeniiber

benachbart
benachbart
benachbart
benachbart
gegeniiber
gegeniiber
gegeniiber



Von der Klassifikation der Vierecke 13

Des Weiteren sind diese “neuen” Typen von Vierecken erster bis vierter Ord-
nung von nicht zu unterschétzendem Wert fiir die Didaktik. Das hier vorgestellte
System ist nicht nur in sich kohérent, sondern vermittelt eindrucksvoll das Konzept
von notwendiger und hinreichender Bedingung. Wenn man die Vierecksformen, so
wie hier geschehen, iiber die Merkmalsmatrizen herleitet, baut sich ein Verstandnis
dafiir auf, welches Viereck welche Eigenschaften aufweist und welche Eigenschaften
kombiniert werden miissen um spezielle Vierecke zu erhalten.

Besonders die hierarchische Struktur wird hierdurch leicht ersichtlich. Durch
das sukzessive Anwenden von Merkmalsmatrizen wird sehr anschaulich vermittelt,
wie durch zusétzliche Einschrankungen etwa aus einem Trapez ein Parallelogramm
abgeleitet werden kann.

Genau dadurch féllt auch eine gewisse Sonderstellung zweier Vierecke dritter
Ordnung auf, Raute und Rechteck. Aus ihnen entsteht im letzten Schritt in vielen
Féllen nicht das Quadrat. Ahnliches gibt es auch auf den unteren Ebenen, z.B.
iiberschlagenes Trapez, Matrix 2A, 1-5¢ (Abb. 3), Parallelogramm, Matrix 3AA
und 3AC, 2-1a (Abb. 6), iiberschlagenes zweiwinkelig-zweiseitiges Viereck Matrix
3JB, 2-10c (Abb. 7), sowie weitere Fille bei der letzten Matrix, 4dEA+B, 3-5c,
4FA-B, 3-6¢ und 4KA, 3-11c (Abb. 10). Diese sind jedoch seltener als bei der
Raute und deutlich seltener als beim Rechteck. Dieses Phénomen kénnte man
dahingehend interpretieren, dass die besondere Beachtung, die die Raute und vor
allem das Rechteck (aber auch das Parallelogramm) erhalten, zumindest teilweise
gerechtfertigt scheint. Ein weiterer Punkt, der hierfiir spricht, ist sicherlich die
schiere Anzahl der Felder, bei der die Raute und, noch zahlreicher, das Rechteck
entstehen.

4.2. Ein System, besser Teilsystem, der Vierecke

Das nun hier vorgestellte Konzept erzeugt ein System, genauer Teilsystem der
Vierecke. Dieses ist hierarchisch in vier Ebenen gegliedert und hat 36 Elemente.
Das vorgestellte System unterscheidet sich von bisherigen Klassifikationen dadurch,
dass es sich aus wenigen Eigenschaften herleiten lasst. Ein erweitertes System
kann erzeugt werden, indem zusétzliche Eigenschaften hinzugenommen werden.
Weiterhin unterscheidet sich das System von den meisten Klassifikationen, da bei
diesen iiberschlagene Vierecke und konkave Vierecke haufig basal aussortiert werde.
Dieses Vorgehen erscheint aufgrund des vorliegenden Konzeptes als unnétig.

Schaut man sich genau an, welche Vierecke denn zumeist in Klassifikationen
auftauchen, so scheinen dies solche zu sein, von denen man mit handlichen Formeln
Flacheninhalte berechnen kann.

Bei Dreiecken scheinen andere Kriterien wichtig zu sein. Einen zentralen As-
pekt bilden hier Eigenschaften der Dreiecke, die mit moglichst wenig Informationen
ein spezifisches Dreieck zu konstruieren ermdoglichen.

In diesem Bezug ist die Betrachtung vieler der hier “neu” vorgestellten Vierecke
interessant. Fiir ein spezifisches Quadrat benotigt man lediglich eine Information,
die Lange einer Kante. Fiir Rechteck und Raute braucht man bereits zwei In-
formationen, einmal zwei Langen, im anderen Fall eine Linge und einen Winkel.
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Dies gilt auch fiir andere Vierecke dritter Ordnung. So bendétigt man fiir die Kon-
struktion eines spezifischen dreiwinkligen Drachenvierecks nur zwei Informationen.
Ob die Anzahl der Informationen, die notwendig sind um ein spezifisches Viereck
zu konstruieren exakt mit dem Ordnungsgrad korreliert, bleibt zu iiberpriifen. In
diesem Zusammenhang sollte noch einmal auf das zweite Viereck vierter Ordnung
eingegangen werden, das iiberschlagene doppelt rechtwinkelig-dreiseitige Viereck.
Wie fiir das Quadrat benotigt man lediglich eine Information, entweder die Lange
einer der drei gleichlangen Seiten oder die der langen, kreuzenden Seite, um ein
spezifisches iiberschlagenes doppelt rechtwinkelig-dreiseitiges Viereck zu konstru-
ieren. Dies bestétigt somit die Annahme, dass dieses Viereck héchstgeordnet ist.
Auch der Flicheninhalt dieses Vierecks lasst sich leicht berechnen, er ist halb so
grof} wie der eines Quadrates gleicher Seitenldnge. Somit sollte dieses besondere
Viereck, dessen Ordnungsgrad so hoch ist wie der eines Quadrates, deutlich mehr
Beachtung finden.

Als zukiinftige Projekte sollte der hier vorgeschlagene Ansatz erweitert wer-
den. Weiterhin miisste der Ansatz auf weitere geometrische Figuren angewendet
werden. Am einfachsten liefle sich dies wahrscheinlich auf Dreiecke ausweiten, da in
diesem Fall Dreiecke als entartete Vierecke aufgefasst werden konnten. Weiterhin
sollte eine sinnvolle grafisch-didaktische Aufarbeitung des hier vorgestellten Teil-
systems erfolgen. Abschlieflend sollte noch einmal betont werden, dass das hier
vorgeschlagene Konzept sich didaktisch sinnvoll fir die Herleitung der hierarchi-
schen Beziehungen der Vierecke eignen sollte, da es keinerlei Willkiir unterliegt
und es somit logisch erfassbar ist.

DANKSAGUNGEN. Wir mochten unserem Sohn Gideon fiir seine inspirierenden
Fragen danken. Aus den darauf folgenden Gespréchen ist diese Arbeit entstanden.
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